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Цели проекта:

-Знакомство с кривыми, изучение их свойств;

-Расширить геометрические представления;

-Повысить интерес к изучению геометрии;

-Научиться выполнять анимационные рисунки.
Кривые
 как траектории движения точек.
Кривые с древних времен привлекали к себе вни​мание ученых и использовались ими для описания различных природных явлений - от траектории бро​шенного камня до орбит космических тел.

В школьном курсе математики из всего многооб​разия кривых рассматриваются только графики функ​ций. При этом основное внимание уделяется их анали​тическим свойствам, возрастанию, убыванию и т.п. Геометрические же свойства остаются в стороне даже для таких известных кривых, как парабола, эллипс, гипербола. Знакомство с кривыми, изучение их свойств позволит расширить геометрические представ​ления, углубить знания, повысить интерес к геомет​рии, создаст содержательную основу для дальнейше​го изучения математики, физики и других наук.

В учебнике геометрии рассмотрены некоторые кривые, определяемые как геометрические места то​чек. Среди них: парабола, эллипс и гипербола.

Более подробно эти и другие кривые можно изу​чить в курсе по выбору (элективном курсе).

Рассмотрим кинематический способ образования кривых, при котором кривая получается как траек​тория движения точки.

Пусть окружность радиуса R катится по прямой а; С - точка, закрепленная на окружности, в началь​ный момент времени находящаяся в положении А. Кривая, которую описывает точка, закреп​ленная на окружности, катящейся без скольжения по прямой, называется циклоидой.
Для изображения циклоиды отложим на прямой а отрезок АВ, равный длине окружности, т.е. АВ = 2πR. Разделим этот отрезок на 8 равных частей точками А1, А2, …, А8 = В
Когда окружность, катясь по прямой а, сделает один оборот, т.е. повернется на 360°, она зай​мет положение (8), а точка С переместится из поло​жения А в положение В.
Если окружность сделает половину полного обо​рота, т.е. повернется на 180°, она займет положение (4), а точка С переместится в самое верхнее положе​ние С4.

Если окружность повернется на угол 45°, то ок​ружность переместится в положение (1), а точка С переместится в положение С1
На рисунке 1 показаны также другие точки цик​лоиды, соответствующие оставшимся углам поворота окружности, кратным 45°.

Соединяя плавной кривой построенные точки, получим участок циклоиды, соответствующий одно​му полному обороту окружности. При следующих оборотах будут получаться такие же участки, т.е. циклоида будет состоять из периодически повто​ряющихся участков, называемых арками циклоиды.

Обратим внимание на положение касательной к циклоиде. Если велосипедист едет по мокрой дороге, то оторвавшиеся от колеса капли будут ле​теть по касательной к циклоиде и при отсутствии щитков могут забрызгивать спину велосипедиста.

рис. 1                                                                                                        рис. 2
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Первым, кто стал изучать циклоиду, был Гали​лео Галилей (1564-1642). Он же придумал и ее на​звание.

Циклоида обладает целым рядом замечательных свойств. Упомянем о некоторых из них.

Свойство 1 (Ледяная гора). В 1696 году И. Бернулли поставил задачу о нахождении кривой наиско​рейшего спуска, или, иначе говоря, задачу о том, ка​кова должна быть форма ледяной горки, чтобы, ска​тываясь по ней, совершить путь из начальной точки А в конечную точку В за кратчайшее время (рис.3,а). Искомую кривую назвали «брахистохроной», т.е. кри​вой кратчайшего времени.

Ясно, что кратчайшим путем из точки А в точку В является отрезок АВ. Однако при таком прямолиней​ном движении скорость набирается медленно и зат​раченное на спуск время оказывается большим.

         Скорость набирается тем быстрее, чем круче спуск. Однако при крутом спуске удлиняется путь по кри​вой и тем самым увеличивается время его прохож​дения.

Среди математиков, решавших эту задачу, были: Г. Лейбниц, И. Ньютон, Г. Лопиталь и 
Я. Бернулли. Они доказали, что искомой кривой является перевер​нутая циклоида. 
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                             б)
                        Рис. 3

Свойство 2 (Часы с маятником). Часы с обычным маятником не могут идти точно, поскольку период колебаний маятника зависит от его амплитуды: чем больше амплитуда, тем больше период. Голландский ученый Христиан Гюйгенс (1629-1695) задался воп​росом, по какой кривой должен двигаться шарик на нитке маятника, чтобы период его колебаний не зависел от амплитуды. Заметим, что в обычном маят​нике кривой, по которой движется шарик, является окружность (рис. 4,а).

    Искомой кривой оказалась перевернутая циклои​да. Если, например, изготовить желоб в форме пере​вернутой циклоиды и пустить по нему шарик, то пе​риод движения шарика под действием силы тяжести не будет зависеть от начального его положения и от амплитуды.
За это свойство циклоиду на​зывают также «таутохрона» - кривая равных вре​мен.

а)

Гюйгенс изготовил две деревянные дощечки с кра​ями в форме циклоиды, ограничивающих движение нити слева и справа (рис. 4,в). При этом сам шарик будет двигаться по перевернутой циклоиде и, таким образом, период его колебаний не будет зависеть от амплитуды.
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                            а)
                                в)

                        рис.4

Из этого свойства циклоиды, в частности, следу​ет, что независимо от того, с какого места ледяной горки в форме перевернутой циклоиды мы начнем спуск, на весь путь до конечной точки мы затратим одно и то же время.

    Пусть теперь окружность катится по прямой, а точка закреплена на радиусе внутри окружности, то она будет описывать кривую, называемую укороченной циклоидой. 
   Если точка закреплена на продолжении радиуса, то она будет описывать кривую, называемую удлиненной циклоидой. 
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б) 
Рис.5
Рассмотрим теперь ситуацию, при которой окруж​ность катится без скольжения не цо прямой, а по окружности с внешней стороны. Получающаяся при этом кривая называется «эпициклоидой». В зависи​мости от соотношения между радиусами неподвиж​ной и катящейся окружностей будут получаться раз​личные эпициклоиды. Рассмотрим некоторые из них.

Кривая, которая получается как траектория дви​жения точки, закрепленной на окружности, катящей​ся с внешней стороны по другой окружности того же радиуса, называется «кардиоидой».

Пусть С - точка, закрепленная на окружности, в начальный момент времени находится в положе​нии А. Разделим неподвижную окружность на 8 равных частей точками 
А1, А2, ..., А8 = А.
Ясно, что когда окружность сделает один оборот, т.е. повернется на 360°, она займет исходное положе​ние, и точка С переместится в исходное положение.

Если окружность сделает половину полного оборо​та, т.е. повернется на 180°, она займет положение (4), а точка С переместится в положение С4.

Если окружность повернется на угол 45°, окруж​ность переместится в положение (1), а точка С пере​местится в положение С1.
На рисунке показаны также другие точки кар​диоиды, соответствующие оставшимся углам поворо​та окружности, кратным 45°.
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                                      Рис. 6
Соединяя плавной кривой построенные точки, получим кривую, соответствующую одному полному обороту окружности. При следующих оборотах окружности точка С будет описывать ту же самую кривую.

На рисунке 7(а-г) показаны траектории движе​ния точек в случаях, когда отношение радиусов ка​тящейся и неподвижной окружности равно:
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На рисунках 8 и 9 показаны соответствующие уд​линенные и укороченные эпициклоиды.
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На рисунке 10 приведены еще два примера эпи​циклоид, полученные с помощью компьютера.
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                                                            Рис. 10
Пусть теперь окружность катится не с внешней, а с внутренней стороны другой окружности. Получа​ющаяся при этом кривая называется гипоциклоидой.

а)
б)
На рисунках 11(а-г) показаны гипоциклоиды в случаях, когда отношение радиусов катящейся и неподвижной окружности равно:
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в)
г)
                                                                              Рис. 11
На рисунках 12 и 13 показаны соответствующие удлиненные и укороченные гипоциклоиды.
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Выводы:
-Познакомились с различными циклоидами;

-Научились выполнять анимационные рисунки;

-Появился интерес к изучению геометрии, физики, информатики.
Литература:
-Газета 1 сентября – Математика;

-Интернет.
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Рис. 12





Рис. 13








